Fonction "FA" en CMOS

Technologie CMOS En technologie CMOS (Métal Oxyde Semiconducteur complémentaire) on utilise
des transistors canal N et des transistors canal P pour réaliser des fonctions logiques.
La technologie CMOS est actuellement la technologie dominante du marché. Son
principal intérét par rapport a d'autres technologies comme le NMOS ou le bipolaire
est une consommation d'énergie remarquablement faible. En fait les circuits CMOS
ont un courant statique (quand ils sont au repos) pratiquement négligeable.

Dans les figures ci-dessous :

Un 'l' logique est représenté ¢électriquement par la tension d'alimentation Vdd (des
valeurs courantes de Vdd sont +5V ou +3,3V ou +2,8V) et est coloré en rouge.

Un '0' logique correspond a la tension de masse ou GND est coloré en bleu.

Une connexion non reliée est colorée en

Applet de transistors CMOS:
Cliguez la grille G ou la source S des transistars pour changer leur état

transistor canal P transistor canal M

o — —
23] : 5

Remarquez que le transistor canal N conduit quand sa grille est au 'l' logique, et que
I

le transistor canal P conduit quand sa grille est au '0' logique. Les touches _|f| I ™
permettent de changer le dessin des transistors.

L'inverseur CMOS L'inverseur est la porte CMOS la plus fréquente. Il est formé d'un transistor canal N
a HR}O—F- et un transistor canal P, reliés par leurs drains. La figure ci-dessous en illustre le
-~ fonctionnement.
Les couleurs sont toujours le rouge pour 'l' logique et le bleu pour '0' logique. Une
tension d'entré entre les deux cause un court-circuit en maintenant les deux
transistors en conduction. Une telle tension est colorée en vert. Cliquer sur l'entrée
"a" pour la faire passer de '0' a court-circuit (vert), puis a 'l', puis de nouveau a '0'.

Applet de linversedr CMOS: y= 3 .a_Dﬁ ¥
Cliguez sur l'entrée & pour changer sa tension

Ydd

—

_|

GMND

il 50

Remarquez que si l'entrée vaut '0' ou 'l', un seul transistor conduit.
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_

Délai et Nous venons de voir que l'inverseur n'a pas de dissipation d'énergie sauf lorsqu'il
consommation de commute. En effet si I'entrée vaut '0' ou 'l' il n'y a pas de chemin de conduction
I'inverseur CMO

I

T
L
-

L4

L

entre l'alimentation Vdd et la masse GND. Dans les conditions normales

d'utilisation, le courant de court-circuit (inévitable lorsque l'entrée commute) dure

trés peu de temps, typiquement quelques picosecondes.

La contribution du courant de charge ou décharge des capacités a la consommation

est beaucoup plus importante. Les grilles G des transistors forment des capacités.

Ces capacités sont d'ailleurs nécessaires au fonctionnement du transistor a effet de

champs. Typiquement la capacité d'entré Cg vaut environ 10 fF. Si l'entrée a de

lI'inverseur est a reliée a Vdd au temps ¢,, cette capacité est chargée (charge Q = Cg

* Vdd). Si par la suite 1'entrée est reliée 8 GND au temps ¢, la capacité se décharge.

Cette décharge produit un courant dans la grille de valeur / = dQ/dt = (Cg *

vdd)/(t,-t).

Bien que le courant de charge/décharge de grille soit faible, le courant total

consomm¢ par un circuit intégré complexe peut ¢étre  important.

Prenons un exemple :

e Un microprocesseur moderne peut contenir 50 millions de transistors, soit
environ dix millions de portes. A chaque cycle environ 1% de ces portes
commutent.

e Les fréquences d'horloge atteignent 500 MHz (temps de cycle 2 ns) avec une
tension d'alimentation Vdd = 3.3V.

e Les fis connectant les portes ont une capacité parasite Cw bien plus grande que
la capacité de grille Cg des portes. Chaque fois qu'une équipotentielle commute,
toutes les capacités qui lui sont attachées doivent étre chargées ou déchargées :
Ctotal=Cg+Cw.

e La capacité d'un fil d'interconnexion atteint typiquement / pF

II est assez difficile d'estimer le courant dii aux courts-circuits, il est en général

faible. En revanche le courant résultant de l'activit¢ de commutation est important :

I = (portes actives) * (Ctotal*Vdd) / dt = (1% * 1.000.000) * (IpF = 3.3V) / 2ns =

16 A

Enfin le courant de repos dii aux fuites des transistors (pour une circuiterie

conventionnelle) est trés faible. Une mémoire statique SRAM de 2K=*8 bits en

CMOS laisse fuir A au repos.

La figure ci-dessous illustre le courant, ou déplacement d'électrons & de l'inverseur

CMOS . Si la tension d'entrée demeure a '1' ou a '0', soit le transistor canal P ou le

transistor canal N est bloqué et il n'y a pas de courant.

e Si l'entrée a commute, les grilles des deux transistors doivent étre chargées ou
déchargées. Ceci est illustré par le passage d'un €lectron & (de charge négative)
venant de GND ou bien allant & Vss..

e Quand l'entrée commute, elle passe par des tensions faisant conduire les deux
transistors pendant un temps trés court. Le courant de court circuit résultant est
illustré par le passage d'un électron de GND a Vss.

e Enfin la sortie est chargée ou déchargée a travers les transistors. La capacité qui
y est attachée stocke deux électrons.
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Applet du délai et de la consommation de linversear
. - . a r-\—.F
Cliguer sur 'entree a pour changer sa tension d

=
‘f

ﬂﬂ GND 5

La puissance dissipée par un circuit en logique CMOS conventionnelle est en
conséquence directement proportionnelle a la fréquence des commutations, qui est
la fréquence de 1'horloge.

Vdd

Simulation Quand vous cliquez dans le chronogramme ci-dessous, vous tracez la tension de

électrique de l'entrée "a" de l'inverseur (tracé en rouge sur le chronogramme). La tension de la

I'inverseur CMOS sortie "y" est alors calculée (tracée en bleu). Le courant traversant le transistor canal
- H“‘HH,)_F- N est dessiné en vert et celui du transistor canal P en

.
____.-"

|~ Pour stopper l'applet et figer le dessin, sortez le pointeur de la figure.

Applet de simulation électrique de linverseur.

Cliguer ici pour dérnarrer la simulation.

Sortir le pointeur de la figure pour arréter la simulation.

Cliguer dans la figure pour tracer a tension de 'entrée "a" (enr

tension de la sorie ™y
courant du transistor canal k.

courant du transistaor canal P.

Portes de base Nous allons étudier maintenant les portes logiques de base en CMOS:
NOR et NAND successivement un NOR et un NAND a 2 entrées puis un NAND a 3 entrées.
Comme pour toutes les portes CMOS, chaque entrée est connectée a la grille d'un
transistor canal N et a la grille d'un transistor canal P.
e Conventions de couleurs: Ce sont celles de 1'Inverseur. Les connexions a Vdd
('1" logique) sont en rouge, les connexions & GND ( '0' logique) sont en bleu, les
connexions simultanément a Vdd et GND sont dessinés en vert. Enfin les
connexions ni & Vdd ni 8 GND (flottantes) sont en . Ces dernieres couleurs
n'ont pas d'image logique.
e Cliquer pres d'une entrée pour changer sa valeur, notez le changement de 1'état
des transistors.
e La ligne de la table de vérit¢ correspondant a cette combinaison de valeurs
d'entrées est indiquée en blanc.
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e En cliquant dans la table de vérité, on positionne les entrées aux valeurs de la
ligne.

e Cliquer sur le haut de la table reconstruit progressivement cette table.

Pour simplifier les applets, seuls des 'l' et '0' logiques sont permis en entrée. Il n'est

donc pas possible d'entrer des tensions provoquant un court-circuit entre Vdd et
GND.

La porte NOR a2 La porte CMOS a 2 entées est l'une des portes les plus simples pour illustrer le
entrées qualificatif complémentaire: les transistors canal P sont connectés en série alors que
- N les transistors canal N sont connectés en parall¢le. Les réseaux de transistors canal
E ;m—v- N et de transistors canal P sont complémentaires.
Remarquez que si aucun des deux transistors canal P en série ne conduit, leur
connexion commune est flottante ( ). Cette valeur non logique ne pose
toutefois pas de probléeme de fonctionnement logique car cette connexion n'est
reliée a aucune grille de transistor.

Applet de porte NOR & 2 entrées y=avh

cli les entra b h leurs tensi E | >o—y~
IQUeZ SUrF [es entrees 3 aud aur cnanger edrs 1iensions
q p i [
vild [
a
b 7
¥ ahb i
" 001
o1 u]
i 10 ]
GHD 110

44

La porte NAND a 2 Dans le NAND a 2 entrées, les transistors canal P sont reliés en parallele alors que
entrées les transistors canal N sont reliés en série.

]
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Applet de porte MAMD & 2 entrées y=a"h a

. . . - i
Cliquer sur les entrées a ou b pour changer leurs tensions b
el

o

1

e oo|m
— ool
O e

L
GbN ] I E

il &l

La porte NAND a 3 La généralisation du schéma d'une porte NOR ou d'une porte NAND a plus de 2
entrées entrées est immédiate. La figure ci-dessous décrit une porte NAND a 3 entrées. Les

a 3 transistors canal P sont reliés en paralléle et les trois transistors canal N sont reliés
J '_DD_F, en série.
ol
Applet de porte MAND & 3 entrées; y=a*h ¢ 3

Cliguez les entrées a, b ou ¢ pour changer leur tension i DD_Y.
oo

B —| —C[:
. H

fa
—a

[ N === [
OO ~oolE
[P S e W el S ]
Fe T o

2 o
[}
—r:

Des portes NAND avec plus de 3 entrées se construisent en suivant le méme
schéma.

Cependant un grand nombre de transistors en série entraine un délai de porte
insupportablement long.

T.es nartes On annelle norte comnlexe des nortes demandant a 1a fois des svmholes ET et des

Opérateurs Arithmétiques Page 5



complexes symboles OU pour leur dessin au niveau logique. Cependant les réseaux de

el — transistors restent raisonnablement simples.
[T A T,

— o

e —a

TN

-— v
E

—l

Applet de porte complexe AQI (and-ar-inverter): y={@*"hvic"d" e}
Cliguez prés de 'une des entrées pour changer sa tension

Ydd

. —oL 0

o —d[ o wﬁe —dC

-

[l

o —r ]l
— i

GHD
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HFH~HHHHFFFFFFFFRFRFFRFRFRFRRFRFRRRROOODOOODODODODODOOODOoOOD o)
FOF_OFROHHOFFOFOFOFFORFRORFRORFRORFRODRFRORORORO|T
oo OO RFRRFRERERFRFRFRRRRRRRRR

La généralisation a d'autres portes complexes est facile.

Ainsi la plupart des bibliothéques de portes précaractérisées contiennent des AOI
(and-or-inverted), OAI (or-and-inverted), etc..

L'additionneur La cellule de "Full Adder" ( FA ) est formée de deux portes complexes connectées.

ne, "

binaire Elle réalise une égalité arithmétique: la somme pondérée des 3 entrées "x", "y" et

¥z "z" a toujours la méme valeur que la somme pondérée des deux sorties "c" et "s",
c'est a dire que " x + y + z = 2,c + s ". On peut aisément vérifier cette propriété
i grace a la table de vérité.
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Applet de la cellule de "Full Adder”, cliguer les entrées %, v ou z @ gauche.

Wid E[
1 R D N QS

“ 7 7 v 1[
¥ ¥ ¥
M S .
H H
—— S
C S
H H
I N
v RN
ﬁJ,._l
¥ X

) ) [

FERRRRROODODO(X
OO OO(R
HFOFROFRORFO|M
oOoOOoOFFORFRFRF|O
OO~ OORF|W

Le réseau de transistors canal P est symétrique au réseau de transistors canal N. Un
circuit ayant cette propriété est appelé "miroir". Tous les additionneurs ont cette
propriété qui découle d'un lien arithmétique entre le complément logique et le
complément arithmétique.

Enfin les sorties de ce circuit sont inversées. Cela découle d'une propriété¢ de la
technologie CMOS qui ne permet de faire facilement que les fonctions logiques non
croissantes.
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Additionneurs

Cellule "FA" Dans la cellule "FA", la somme pondérée des bits en sortie est égale a la somme
pondérée des bits en entrée c'est a dire que " x +y +z=2*c + s ". Les trois bits en

4
¥4

=Y entrée ont le méme p01ds disons 1 pour fixer les idées, le bit sortant "s" a le méme
E7= poids que "x", "y" et "z" et "c", un poids double (2).
i La cellule ”FA" conserve la valeur numérique comme en ¢lectronique les nceuds
Lo

conservent le courant.
La cellule "FA" est également appelée "réducteur 3 =2" car elle réduit le nombre
de bits de 3 a 2 tout en conservant la valeur numérique.

' ™
Vérifiez que vous maitrisez la table de vérite de la cellule "FA".

Donnez les valeurs des sorties c et s

X ¥V Z
en fontion des entrées =, y et . @ @ @
Les waleurs sont modifiées en cliquant.

1 1 1

2 1
@ @ Valider
c » @
b J
Additionneur a L'addition est de trés loin l'opération arithmétique la plus commune des processeurs
propagation numériques. D'abord parce que l'addition en tant que telle est trés fréquente, ensuite
parce que l'addition est la base d'autres opérations arithmétiques comme la
multiplication, la division, l'extraction de racines et les fonctions élémentaires.
Tout assemblage "cohérent" de cellules "FA" conserve la propriété: la somme
pondérée des bits qui sortent vaut la somme pondérée des bits qui entrent.
Pour obtenir 1'additionneur S = A + B, il faut que les bits entrant soient ceux des
nombres A et B et les bits sortant forment le nombre S.
Délai: 3, activité - 6

i W T?Hﬂ W TT TT T?

@—| Fa; — FAg f— FA;

2 Jo FA
Cgé ;éé@é?@

53 52 b= b=

1 1]

|55 B IEZ = IT"T Mb. bits |2 E @
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Performance de Soit un additionneur a propagation a travers n cellules "FA", si on suppose que
I'additionneur a toutes les valeurs de A et B sont équiprobables et indépendantes, les résultats
théoriques suivants viennent:

propagation
‘ | minimum ‘ moyen ‘ maximum ‘
‘délai | 0 ‘ log,(n) ‘ n ‘
[activité 0 [ m/2 [ w2 ]

Le délai maximum (pire cas) n'est en général pas acceptable. Il est dii au chemin de la
retenue qui traverse toutes les cellules "FA". Etudions donc le cheminement de la
retenue.

Cheminement Pour chaque cellule "FA" un des 3 cas se produit :
de la retenue ® laretenue ci;; est mise a zéro, cas noté 'K', siaj=0etb; =0
e laretenue cjs+; est mise a un, cas noté¢ 'G',sia;j=1etb;=1
e la retenue cj; est propagée, cas noté 'P', si (a; =0 et b;=1) ou (a; =1 et b; = 0).
Dans ce cas cj+; = ¢i. Ce dernier cas, défavorable pour le délai, est matérialisé par
une fléche horizontale.

A |55 B IEE 3 ITT Mh. bits |2 E

Ces trois cas 'K', 'G' et 'P' sont codés sur 2 bits.

Cellule "BK" La cellule "BK" permet de calculer la retenue pour un bloc de 2 cellules "FA" ou plus
(Brent et Kung) généralement pour 2 blocs de cellules "FA".

sifeg="PYalorzss=edsinons=eqg; =18 ed

Woyez |a table @ [E]

m

e Rley v L - B S N R T
m

[y = e ey B = e ey = e
Do oo R R R R

Walider
5
Additionneur de Pour concevoir un additionneur rapide, on va calculer toutes les retenues c; par des

Sklanski arbres binaires de cellules "BK". L'additionneur de Sklanski construit des
additionneurs de nombres de 2 bhits. 4 hits. & hits. 16 bits. 32 bits. ... en assemblant
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chaque fois 2 additionneurs de taille inférieure. L'architecture est simple et régulicre,
mais n'est pas forcément la meilleure.

Délai: 2, activité : 3

A by A by 3 by 3 by o3 b 3 by

olp oo pPljef P el Pl [ ol o] 1 |
HA HA HA HA HA HA HA HA HA HA HA HA
i o

B

[T
L

Eﬁ\
u’

B L Eqq L Lig Lk Ly L b Lk C, L, Lk Ce Lk By N Ly Lk t,
51 %10 S g Sz S S5 54 & 2, 5 %y

A |55 B IZE = I?T Mhb. bits |12 E @

Additionneurs Il y a une seule régle de construction des arbres imbriqués de cellules "BK":
rapides Toute sortie de rang i est reli¢ a toutes les entrées de rang j < i par un arbre de cellules
"BK", ce qui permet d'entrelacer les arbres des n sorties de trés nombreuses fagons en

(Brent et Kung) , : ) .
fonction du nombre de bit et du délai de 'additionneur.
215 214213 212 211 2'“] 29 23 2? 25 25 24 23 22 21 2”
Détails | wHDL| Nb.BIC cells [32 Nb.bits [16 5 Délai [+ o

Dans les arbres de cellules "BK" on peut troquer des cellules "BK" contre du délai:
moins il y a de délai (cellules "BK" a traverser) de calcul , plus l'additionneur utilise
de cellules.
e faites varier le nombre de bits et le délai
e vérifier que les arbres suivent la régle de construction en cliquant sur un
signal, remarquer que chaque signal a un nom unique composé de 2 chiffres.

e simuler un calcul de retenue en cliquant les touches .

e voir les détails de la construction des arbres avec la touche "Détails"

e voir la description en VHDL de l'additionneur avec la touche "VHDL". Pour
récupérer la description VHDL dans un éditeur de texte, la copier puis coller.

Additionneurs Les arbres binaires de cellules "BK" des additionneurs de Kogge et Stone ne

de Kogge et partagent pas. En conséquence la sortance des signaux est réduite au minimum au
nrix de cellules "BK" nlus nombrenses. et comme le délai dénend le 1a sortance. il est

Na
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Stone un peu plus court.

215 214213 212 211210 29 23 2? 26 25 24 23 22 21 EEI
|

R-’HDLI MNhb. "BE" cells |4!§| Mh. bits |16 E ]

Additionneurs Dans un additionneur de Ling, les arbres de "BK" calculent une primitive appelée
de Ling "pseudo retenue". Ceci permet d'éviter le calcul des p; et g;, mais impose en revanche
un calcul supplémentaire pour obtenir la retenue a partie de la "pseudo retenue".
L'astuce est que le délai de ce calcul supplémentaire est recouvert par le délai des
cellules "BK". En conséquence 1'additionneur est plus rapide (un peu). La synthése
VHDL de I'applet précédent en tire partie.

Cellule "CS" Dans la cellule "CS", la somme pondérée des sorties est égale a la somme pondérée
des entrées c'est a dire que "a+b +c+d+e=2xh+ 2*xg+ f". La cellule "CS" n'est
pas seulement un "réducteur 5=3", car en plus la sortie "h" ne dépend jamais de

n.n

I'entrée "e".

' N
Vérifiez que vous maitrisez la table de vérité de la cellule "CS".

Donner les valeurs des sorttesh g et £

en cliquant dessus puis en validant, en g
fonctions des entrées a, b, c, dete
données ou choeisies par simple click

.
00 g

Additionneur La cellule "CS" ne propage pas la retenue de l'entrée "e" vers la sortie "h". Elle permet
sans donc de réaliser des additionneurs sans propagation de retenue. Le nombre de cellules

CS nécessaires est imposé par le nombre de chiffres des entiers a ajouter.

Cenendant chaane chiffre est maintenant renrésenté sur 2 hits et 1a valenr du chiffre est

propagation

Opérateurs Arithmétiques Page 11



la somme de ces deux bits. Les valeurs possibles des chiffres sont donc '0', '1' et '2'.

S, C

I HHEHE

a o B [0 s [o Nb.bits [ 2 @

Ce systeéme d'écriture des nombres entiers permet l'addition en un temps court et
indépendant du nombre de chiffre des nombres.

Cependant il utilise deux fois plus de bits que la notation standard. En conséquence une
meéme valeur a plusieurs écritures. La fléche verticale [f] a c6té des nombres en change
1'écriture sans changer la valeur. Parmi toutes les écritures, celle n'utilisant que des '0' et
des 'l' est unique.
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Multiplieurs
Multiplieur La multiplication vient en second pour la fréquence d'utilisation.

Porte AND Une porte "AND" multiplie 2 bits. Pour multiplier 2 nombres A et X de n bits
chacun, on utilise n portes "AND" qui multiplient chaque bit de A par chaque
bit de X. La somme pondérée de ces n” bits a bien comme valeur le produit P =
E-E.08 A * X. Cependant cet ensemble de bits n'est pas un nombre, bien que sa valeur
— se calcule comme celle d'un nombre.
Comme A < 2" et X <2 le produit P < 2*" et s'écrit donc sur 2n bits.

Multiplication Une structure réguliere de portes "AND" et de cellules "FA" formant un assemblage
sans signe "cohérent" permet d'obtenir les produits partiels puis de les réduire pour finalement
obtenir le nombre P. Comme chaque cellule "FA" réduit le nombre de bits de 1
exactement (tout en conservant la valeur de P), la quantit¢ de cellules "FA"
strictement nécessaire est n” — 2n (nombre de bits entrant — nombre de bits sortant).
Cependant il y en a ici un peu plus car il entre aussi quelques '0' qu'il faut aussi

réduire, plus précisément un '0' par chiffre de X.

a? aﬁ 35 34 33 32 31 an
@ |§| 0 @ 7Ky @ A5y l Ep l 4“0 @ A5#p l l Ho L Ap¥,
a?x1 aﬁ}{1 a5x1 asx1 agcc1 31}{1 A%,

Kz

FAR=0
%y -
F
el
Ap K
He x

dApig Agiy
: ﬂﬂﬂﬂﬂﬂ
h 4
FA o

of [ [ [ ol b [ oo O 0 O @

=

Pis 4 F3 Pz T RTH] Pa Pg Rz Pe Ps 4 fa fa 1y Po

& [55 % [20 P [1100 Nb. bits [3 E @

Multiplieurs Plusieurs pistes conduisent a une amélioration de la vitesse:
rapides e Diviser le nombre de bits a réduire en utilisant des grandes bases.
e Utiliser une structure cohérente de cellules "FA" en arbre.
e Utilisation de cellules "CS", dont le pouvoir de réduction double de celui du
"FA" permet en outre les arbres binaires.

Codeur de Passer a une base de numération plus grande réduit mécaniquement le nombre de
Booth chiffres du multiplieur X.

Voyons la base 4, qui a utilise deux fois moins de chiffres que la base 2 pour

renrésenter le méme nomhre. T.e "Code de Rooth" ( ou "BC" ) est le code de
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redondance minimale, symétrique, en base 4. Les chiffres € {-2, -1, -0, 0, 1, 2}. Le
code sur 3 bits adopté ici, en signe/valeur absolue, donne 2 notations pour le zéro.

L Fl=T 8 ; . []
Multiplieur = |55 SIQHEQ Lnsigned Mo bits |8 5
SNk Mo Mg X, Ky Mg, X, ¥
21
1 -1 2 -1
Cependant les produits partiels sont calculés avec une cellule plus complexe qu'un
HANDU.

Multiplieur des La multiplication par un chiffre "BC" € {-2, -1, -0, 0, 1, 2} rajoute 2 bits a ceux de A:
bits de A par un un pour avoir A ou 2A, un autre pour la retenue entrante en cas de soustraction.
chiffre "BC" A ¢tant signé, il faut éventuellement étendre son signe sur le bit ajouté.

wal e maT il mMultiplicande A |22 % Sioned " Unsigned  mb hits |2 =

3 “f‘l* =i “-“I" LI gigne ..
y il 4 "3

—_———
—
-,

. I-,' EI? EIE 35 EI2 EI1 an
T duoupnuNe

A
/0o o 0o o 1 0 1 1 0

-t
—
Rl -2 0

—r
()
h

La multiplication de A requiert autant de cellule "CASS" que de bit de A plus 1.

Génération des La premicre étape de la multiplication génére a partie de A et de X des bits dont la
produits partiels somme pondérée vaut le produit P. Le bit de poids fort de P est positif pour la
multiplication d'entiers sans signe, et négatif pour la multiplication d'entiers en

complément a 2.

A [ss % [22 Nb. hits [3 E VHOL |

¥ Sans Signe " Baugh-YwWolley ¢ Booth modifiée ¢ Canonigue

Froduits partiels : A A5 85 8,8, 8, 8 3
Aucun codage de & ou ¥ @@@
@DDDDDDDD I{D*SE*ED}
EIEI11EI111 {1*55*21}
EIEI11EI111 {1*55*22}
@EIEIEIEIEIEIEIEI {0*55*23}
EII:I'I1EI111 {1*55*24}
@EIEIEIEIEIEIEIEI {0*55*25}
@EIEIEIEIEIEIEIEI {0*55*23}
@EIEIEIEIEIEIEIEI {0*55*2?}
noooo1T11 32222110 Froduit=1210.

Réduction des La deuxiéme étape de la multiplication réduit les produits partiels de 1'étape

produits partiels Précédente a deux nombres, en conservant la somme pondérée des bits. Ces deux
nombres seront additionnés dans la troisieme étape.

La synthése des arbres de Wallace suit l'algorithme de Dadda, qui garanti le

minimum d'opérateurs de réduction. Si de plus on impose d'effectuer les réductions le

nlus t6t on le nlus tard nossible. alors 1a solution est nniane et svnthétisée tonionrs de
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la méme fagon.

Les deux nombres binaires a ajouter dans la troisieme étape peuvent €tre vus comme
un nombre en "CS".

Miseézém” TDt|L§f_';§_i_'f§ ]2] 3] 4] VHOL|

[ Utiliserdes G5 [ Propao. localement feuille ;1

2142132122112“]29 23 2? 25 25 24 23 22 21 2I:|
11213486787 |6 |5[4]3]2]1
FAFAFAHA
HAHA,
112|346 |6[B|B|E|A|5[4]3]2]1
FAIFAFAFAFAFAFAHA
FAFAFAFAFA[HA
11214 (4/4 /4[4 /4 (4[4 /4[4]3F3]2]1
FAIFAFAFAIFAFAFAIFAFAHA
1131333 /3[3 |3 [3[3F|3[3[3]2]1
FAIFAFAFAFAFAIFAIFAFAIFAFAHA
2122222212221 2[2]2]2]1

Exemple d'arbre L'applet suivant réduit 82 produits partiels (par exemple le produit de deux nombres
de Wallace sans signe de 8 bits chacun). Les arbres de Wallace réduisent "au plus tard" (touche
"tard" de 1'applet ci-dessus). La somme pondérée des 16 bits qui sortent vaut toujours

la somme pondérée des 64 bits qui entent.

214 213 212 211 210 29 28 2? 26 25 21421321221121029 28 2? 26 25 24 23 22 21 20

0] 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1[z]alalsslr]al7]e[s[4][3]z2]1
FA A FA HA

o] gl poo| [oooo] [pooOO] [DOOOOO] [DD0000O| [DOCO0000|[D000000| [00D00D0| [OC HAHA

T]2(34(6(6(6|6|6/6(5(4(3[2[1
Fa FalFalFAlFAlFaFaba
FA A FA FAFAHA
Tz (44l 4(al4/4/a[4ald(a]2z]1
FA A FA[FAFAFALFAFAFAHA
T]3(33(ala(3|3|3 333321
Fa FA} Fa| [Fallra| |Fal|Fa| [FallFa| |Fa||Fa HA} Fal| [He_FAFAFAFAFAFAFAFAIFAFAFAHA

plzlalzla]z]z(z|zla]3]z]2[2[1

FA HA | |FA HA | [FA HA

FA FA FA FA Fa FA Fa FA FA HA
Fa Fa Fa Fa Fa Fa Fa Fa Fa Fa Fa Ha [ |
14-hit adder
s lpm lpw ipu lpn ipm lps ips lp? ipe lps lp‘t lps lpz im Po +

Produits partiels Le multiplieur X et le multiplicande A sont tous les deux en "CS", c'est a dire avec

d'opérandes en des chiffrese {0, 1, 2}.
ncs" On génére des chiffres dont la somme pondérée est égale & A * X. Pour assurer que

ces chiffres sont des bits (faciles a additionner), il est nécessaire que dans A et dans X
tout chiffre 2' soit précédé a droite par un '0".
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d7 dg dg5 dg d3 dg dq dp

DonogEImm

@24444444/
v 2Ll L L LT
. E__ZZ//////

=
h
T =
|
c:

A [55 K 22 P [iz10 N bits [ 2 VHOL| ]

Réduction des Les produits partiels de la multiplication de nombres en "CS" sont simplement des
produits partiels bits, réduits de la méme fagon que pour les multiplieurs précédents.

Mise azéro | | Tot | |/Tard| 2] 3] 4] VHOL| ‘

[ Liiliserdes G5 [ Propao. localement feuille ;1

21521521421321221121D29 23 2? 25 25 24 23 22 21 2”
lofz2[3]afs]a[7]elalslr]e]s]4]3]2]1]

Cliguer pour ajouter un "HA'
Touche Majuscule pour ajouter un "FA"
Tauche CTREL pour effacer

Cellule "xCS" La cellule "<CS" permet de calculer le produit de deux chiffres a et x en "CS".
Son équation arithmétique est "2 * b+ 2 *y+i=a* x +z + c¢". De plus les sorties

n.n n_n

"b" et "y" ne dépendent pas des entrées "c" ou "z" ; il n’y a pas de propagation.

Voye? latable

T+ Py+i=safrezec EE

b C

*C5 “_________+:::

@Jé -

Walider

MENMMMNMNBNMNRRRROSOO|D
MM MMEFOORNBRMEORNF O
FROOOOoOOoOOoORFROOOROOOo|R
FOFRFOFRFOFROO0OO0OOO0O0OO0OO|q
FRFROOOOKRRFROOOOOO[K
FRFOFRFOFRFOFOROROOO|R

Codeur Le transcodeur "CS2CS" passe de "CS" a "CS" en garantissant qu'en sortie un 2" est
"CS2CS" toujours précédé a droite par un '0'.
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hultiplieur = |55 M. hits |38

4
0|
l
H

I

Cela permet de calculer les produits partlels binaires avec un mul‘uplicande A et un
multiplieur X tous les deux en "CS".

Codeur Le transcodeur "CS2BC" passe de "CS" a "BC" , c'est a dire du code a retenue
"CS2BC" conservée base 2 au code de redondance minimum base 4.

fultiplieur ¥ |55 M. bits |8 EI

gk

11 211 -211 211 -2

0 1 -1 2 -1
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Diviseurs

Pesée du pain On veut calculer Q = A + D. Par un coup de chance extraordinaire on dispose d'une
avec restauration balance, d'un pain de mie dont le poids est justement A et enfin d'une série de poids
sans restauration de valeur D, 2D, 4D, 8D, ... 2'+D marqués respectivement avec 1, 2, 4, 8, . W20

9

pesée RST En fait D est un nombre binaire, et 2'*D s'obtient simplement en décalant D. La

balance compare la somme des poids sur chacun de ses deux plateaux ( < ou >).

MNb. poids |9 = A froo

i @%%@@%@@@FW |@

Divisions La division est peu fréquente, cependant comme son délai d'exécution est bien plus
récurrentes grand que celui de l'addition ou de la multiplication, son incidence sur le temps de
calcul est substantielle. Il convient donc de soigner la réalisation des diviseurs.
On veut calculer Q = A + D. Ceci est équivalent a Q * D = A. Donc si Q et D
s'écrivent chacun avec n bits, A s'écrit avec 2n bits.
On va construire une suite Qy, Qn.1, ... Q2, Q1, Qo et une suite R, Ry,.q, ... Ry, Ry, Ry
telles que I'invariant A = Q; * D + R; soit respecté pour tout j.
La récurrence est : .
o Qu=Q+qu*2"
° Rj—l = Rj —qj-1 * D % 2j-1
avec comme conditions initiales :
e Q=0
e R,=A.

uand la récurrence s'arréte, on a = Qo = Zi i * 2i. R = R() est le reste de la
q
division.
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# [00D0001000100110|

D+2% [000107110| =22« 28

= 550

=6632 = 550 { pas de déborderment )

R,= 0000001000100110 =550
R,<D=27 00010110 q9,=0,0,= 0

R.=R, 0000001000100110 =550 —
R,<D»2° 00010110 4g=0,0,= 00

R,=R, 0000001000100110 =550 —
R <D=2° 00010110 4,=0,0,= 000

R,=R, 0000001000100110 =550 —
Ry2D=2% 00010110 gy=1,0,= 0001
R,=R,-D+2%* 0000000011000110 =550-352=198 '
R,2D=2° 00010110 4,=1,0,= 00011
R,=R,-D=2% 0000000000010110 =198-176=22 '
R,<D»22 00010110 q,=0,@,= 000110

R,=R, 0000000000010110 =22 —
R,<D=2' 00010110  g,=0,@,= 0001100
R,=R, 0000000000010110 =22 —
R,2D=2" 00010110  @y=1,@,= 00011001
R,=R,-D+2° 0000000000000000 =22-22=0

Reste R, = 0000000000000000 =0

Quotient@,= 00011001 =25

QD +R,=25+22+0=2550 +0=550

& fvec restauration
Mh. bits |8 =

A 550 D (22

" Sans restauration

Un "soustracteur conditionnel" donne le résultat S suivant:
siR<DalorsS=RsinonS=R-D;

Chaque cellule "SC" calcule le résultat et la retenue de la soustraction R — D. Si la
retenue sortante (tout & gauche) vaut '1" alors S regoit le résultat de la soustraction,

Soustracteur
conditionnel

2 d? o dﬁ e d5 fy d4 fy d3 A I:I2 r |:|1 Mo 'jn
sl sl al gl all gl all
SC; |« SCy | SCg |+ STy SC, |+ SC; |« SCy |« ECD

i i 8 @ @

& S = S Sy &y =H £

R [s5 D |22 g [33 Mb.bits [ 2

La fonction du "soustracteur conditionnel": si R <D alors S =R sinon S =R — D,
se résume par sa fonction de transfert appelée "diagramme de Robertson". Pour
converger, la division impose en outre que 0 < R < 2xD.
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2

novwelle waley S
N
.
~
CI
.

.
b-q.'l
o

W

ncienne valear F
Diviseur avec Un diviseur "avec restauration" consiste en une suite de décalages et de tentative de
restauration soustractions. Il est formé d'une structure réguliére de cellules de soustraction
conditionnelle "SC" (soustraction ou rien suivant un bit de condition).

Diviseurs Trois approches se combinent pour réaliser des diviseurs rapides:
rapides e Utilisation des additions/soustraction sans propagation de retenue.
e Préconditionner le diviseur et le dividande pour simplifier la division.
e Utiliser des grandes bases pour diminuer le nombre d'étapes.

agdy  ay3dg  aypds  aggdy agpdy agdy agdy Ay dy

Fi4
BC|" BC|
}
13
SC#
T,
scle[5cf sCl=—[sc]¥
T,
BC|" BC|* BC|" BC|' SC|* BC|" N
To
50 5C 5C 5C 5C 5C 1
T P
A|55c| D|22 '::!|25 R|c| M. bits [o g @

Diagramme de Pour avoir un diagramme de Robertson carré, on normalise les restes successifs:
Robertson (Rj*b”)oub estla base de numération.

T.es nentes noires renrésentent la fonction de transfert R: = R: .. le trait ronee est 1a
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Division "SRT"
sans
propagation de
retenue

fonction unité qui passe d'une étape a la suivante.
- 0

A IQDD
D |3
h. paslg_g

& Base 2

" Base 4

" Base 8
 Base 10
5. restau

© RET

2 1 24 g 1] 3 5
=1 5,=0 &=0 5,=1 5,=0 g=1 5,=1 5,=0 =0
La base 10 nous est familiére, elle ne sert ici que comme illustration car elle serait trés
inefficace en binaire.

Pour éviter le délai di a la propagation de retenue, on utilise ici une suite
d'additionneur/soustracteur & emprunt conservé (BS). La cellule "tail" , variante de la
cellule "SC", exécute suivant les deux bits de commande qui la traversent:

e une addition : Rj.; =R;+ 2" D

e une soustraction : Rj; =R;— 2"+ D

e uneidentité : Rj.; = R;

W 5 55 5 i

head /_tlﬂ[ tall tzul
L / -
i

tall tall tall tall
04 . / +

i
| head (i | [zt | [ | [ |

A [550 D 22 Q@ [25 R [0 No.bits [ = vHDL| @
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Additionneur/
Soustracteur
conditionnel sans
propagation

0

Cette opération est choisie suivant le signe du reste R;. Pour connaitre précisément ce
signe il faudrait pouvoir examiner tous les chiffres du reste. On montre qu'il n'est
nécessaire d'en examiner que 3. De plus on connait la position de ces 3 chiffres: celui
de gauche est aligné avec le premier bit a "1" du diviseur. Pour éviter que cette position
ne se déplace avec les valeurs de D, D est "normalisé", c'est a dire que la position de
son premier bit a "1" dans le diviseur est fixé.

Un "additionneur/soustracteur conditionnel" donne I'un des résultats S suivant:

e sig="-1"alorsS=R+D;

e sig='0" alorsS=R;

e sig='l"alorsS=R-D;
Chaque cellule "tail" réalise 1'addition/soustraction de 1 bit. La retenue n'est pas
propagée vers la cellule de gauche de la méme ligne mais envoyée vers la cellule de la
ligne suivante.

43 i o 58 58 48 1 o

=

tail, | [tail| [tailg| [tail,| [taily| [taily[  [tail,| [tail,

R [55 D |22 5 [s5 Nb.bits [8 2 @

Cellule de téte du
diviseur SRT

A A
Soient R= r* 4 + 1% 2 +ryetS=s*x4+s;* 2+ sy les valeurs des entrées et des
sorties de la cellule de téte.

A AN A
e siR>0 alors {S=R-2;q="1";}
A A A
e siR=0 alors {S=R;q="0";}
A AN A
e siR<O0 alors {S=R+1;q="1%}
Lors d'une division (sans débordement), la sortie s, est toujours a 0.

r2 rl rOf s2 =1 30 g

F1 41 +1] +1 +1 -1 #1 Yoyez la table

A
+1 +1 0 +1 0 0 +1 R
41 +1 -1| +1 0 -1 +1
41 0 +1| +1 0 -1 +1 I M i
41 0 0| 0+l 0+l
41 0 -1| 0 +1 -1 +1
41 -1 +1| 0 +1 -1 +1
41 -1 0| @ 0 0+l
+1 -1 -1 0 0 -1 +1 -4
0 +1 +1| 041 -1 +1 q
0+l O 0 0 0+1
o # il 0 0 on EE
0 0+l 0 0 -1+l :
O 0 0|l 00 0 D0 head
0 0-1| 0o 0 o-1
0-1+l| 0 0 o-1
0-1 of o 0-1-1
o0 -1-1| 0-1 o-1 0
-1+l +1| 0 @O 0-1
-1+ a| o @-1-1
-1+l -1| 0-1 0O-1
-1 0+1| 0 -1 0-1
-1 0 0] 0o-1-1-1
-1 0-1]-1 @ ©o-1 52 51 5p :
-1 -1+ -1 0 0-1 & Walider

mf =i @ =i =1 5
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Division "SRT" La division "SRT" précédente est simple car le premier bit du diviseur D est toujours
avec réduction "1"- Elle se simplifie davantage si les deux premiers bits do et d; du diviseur D sont

réduits a "1 0" par 1'opération :

sid;alors {D=D=*3/4;A=A=*3/4;}.

Cette multiplication de A et D par la méme constante ne modifie pas le quotient Q,

par contre le reste R est aussi multiplié.

Pour un diviseur sur n bits, 21— 1 <D < 2™ + 22

du diviseur

u head tall tall tall tall I tail
g
M=
head tall tall tall tall
Uz
=
head tall tall tall tall
Oz
=
tail tall tall tall
04
o ”ﬁ :
OR— T
head tall tall tall tall i
Os
I an

@ head tall tall tall tall

"I...

A Irnr D |m a 111 = |r Nb.bitslr_g VHDLl @ ‘

Cellule de téte du diviseur Soient ﬁ =r11* 2 + 19 la valeur de 'entrée de la cellule "head".

"SRT" avec réduction A A
e siR>1 alors {sp=R-3;q=+1;}

° si}A{=lalors{so=0;q=-0;}

A
e siR=0 alors {s)=0;q9=+0;} oubien {s9=-1;q9=-0;}
° si}A{=-1 alors {sop=-1;q=+0;}

A A
e siR<-I alors {s)=R+2;q=-1;}
La différence entre les deux écritures de 0 pour q : "- 0" et "+ 0" importe.
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rl r0 =0 q
+1 +1 o +1
+1 0 -1 +1
Gl =il o -0
0 +1 o -0
0 0 0 +0
o -1 Sl
-1 +1 -1 +0

-1
-1

-1

-1

-1
-1

Convertisseur
de quotient

Woyez |a table

!

LI

1

g

J @

Walider

Le quotient Q du diviseur SRT est en notation redondante. Sa conversion en notation
conventionnelle passe par un additionneur (en fait un soustracteur). Comme les
chiffres q du quotient sont calculés séquentiellement (poids forts d'abord), la
conversion peut étre menée en méme temps que le calcul des chiffres q.

Soit "Ratio" le rapport entre le délai de la cellule de téte du diviseur SRT et le délai
de la cellule "BK".

222 221 22[' 219 213 21? 213 215 214213 212 21121[' 29 23 2? 25 25 24 23 22 21 2”

)

L

[

[,.

ﬁ]“ﬁﬁﬁfﬂﬂfﬂﬂﬁﬁﬁﬁﬁﬁf
minininisnininin i

ﬁﬂﬁﬂﬁﬂﬁﬂﬁﬂﬁﬁﬁﬂﬁﬁﬁﬁﬁﬁif

WHOL

Mhb "BE cells |75 Mb. bitg 22 = Ratio |20 = ]
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Extracteur de racine carrée

Extraction de L'extraction de racine carrée est relativement peu fréquente. Cependant elle intervient

racine carrée dans les distances euclidiennes et dans les moindres carrés. L'opérateur d'extraction
s'apparente au diviseur et tout ce que l'on sait de la division rapide s'applique a la
racine carrée. Souvent le méme opérateur rapide exécute soit la division, soit
l'extraction de racine carrée, les collisions étant trop rares pour justifier deux
opérateurs par ailleurs cotiteux.

Algorithme Dans le dessin ci-dessous, la surface de chaque rectangle rouge représente le poids de

d'extraction de un bit. Seuls les bits a 'l"' sont dessinés. La surface totale est donc la somme pondérée

racine carrée decesbits. ) o ,
Le jeu consiste a trouver un carré de surface égale a un nombre donné, nombre dont

la valeur est représentée par la surface d'un cercle bleu, en observant un bit de test
(< ou>) et en cliquant des bits. Le coté de ce carré est alors la racine cherchée.

la surface des carrés rouges estinférieure ou égale & celle du cercle bleu

G4 <
la surface du cercle hleu est 20245
la surface du carré rouge est 1024
32
i 137 B4
cliquer les hits (rectangles) ci-dessous pour changer la valeur de la racine: Valider Montrer

7 . ——="%7 100000 @ @
u*hm

Extracteur de On veut calculer Q = \/K . Ceci est équivalent a Q = A + Q. Donc si Q s'écrit sur n
racine carrée bits, A s'écrit avec 2n bits.

On va construire une suite Qy, Qu.1, ... Q2, Q1, Qo et une suite Ry, Rono, ... Ry, Ro, Ry
telles que I'invariant A = Q; * Q; + Ry; soit respecté pour tout j.
La récurrence est : .
* Qu=0Qj+qu*2"
o Ryp=Ry—qu* 27 # (2% Q+2)
avec comme conditions initiales :
° Qn =(
° Rzn =A.
Quand la récurrence s'arréte, on a Q = Qo = X q; * 2!
R =Ry est le reste de 'extraction de racine.
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[1oo111000700|

Ri;=A 100111000100 =2500

Soust condition. O q5=1,£3!5= 1 l
Rip=Ri- 95 010111000100 = 2500 - 1024 = 1476

Soust. condition. 107 q4=1,£3!4= 11 l
Rz=R;-@, oooo11000100 = 1476 - 1280 = 196
Soustrundition. 1107 q4,=0,Q,= 110

Rz=R, oooo11000100 = 196 —-
Soustrundition. 11007 q,=0@,= 1100

R4=R, oooo11000100 = 196 —-
Soust. condition. 11000f q1=1,£3!1= 11001

R,=R,-@, goopooQoonoon =196-196=0 ¢
Soustrundition. 1100101 q,=0,@,= 110010

R,=R, goopooQoonoo =0 —-
Racine @, = 110010 =40

Reste R, = ooooooo =0

Q§+RD:5I]*5I] + 0 =2500 + 0 = 2500

A (2500

i+ pyec restauration

" Sans restauration

M. bits |5_ =

)

Réalisation L'extracteur de racine carrée avec restauration utilise les mémes soustracteurs
conditionnels "SC" que le diviseur avec restauration.

A4p

=
il ﬁ
04 ‘%
(i {sc sof—' g
'1_' - N
|§|~T|'§c|= scp—{scl—fscl—13 34
|_v'_|l::Iz T ) T . ]
b Plr{scl—fscp—[scl~scl—fack—1 % 2z
|_‘.|_|q.I 1 T T T . 1
& S E _s% B
|_Y|_|I:|I:I | | | |
e s Fy Fy rz & rp

A [zs00 afso

)

Extracteur de On cherche a s'affranchir de la propagation de retenue en utilisant la notation "BS",
wantna anmeia les mémes celliles "head" et "tail" et une architecture similaire a celle de 1a division
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racine carrée
rapide

Convertisseur
de racine

Cellule du
convertisseur de
racine

rapide. On se heurte a trois difficultés en cherchant a utiliser ce diviseur pour extraire
des racines.

La premicre difficulté est le rebouclage de la racine. Comme le diviseur, l'extracteur
de racine carrée rapide fourni des racines partielles Q; en notation "BS". Utiliser les
cellules "head" et "tail" que le diviseur rapide exige une racine partielle en notation
binaire conventionnelle. On pourrait utiliser un soustracteur pour la conversion de
"BS" a binaire de chaque Q; mais ce serait coliteux en temps et en circuit. Le
convertisseur ci-dessous utilise une cellule "trc" a 4 entrées et 2 sorties dérivées de la

cellule "BK"
Qg
Mb.bits [8 5
] Racine Q IE 5
1 —1
1 " Signed
Uz l & Unsigned
@ Itl‘l::I Itl‘l::I 1
Djj 1 E ]
P!
@ Itl‘cI Itl‘l.'tI I'I:I'l:I 1
. Dﬁ 1 E Dﬁ 1]
4
—1| Itrcl Itrcl Itrcl Itml 1
. Djj DE 1 ﬁ 1 ﬁ 1
5
0 ] 1 1 1 1
O
m Itl‘l::I Itl‘l::I I'I:I‘l::I ItI‘CI Itl‘l::I Itl‘l::I 1
Djj DE 1 ﬁ 1 ﬁ 1 jj 1 j]‘ 1
07z
@ Itrcl 1 1 1 1

Itl‘cI Itl‘cI I'I:I'cI Itl‘-:I

f 8080
Vérifiez que vous maitrisez les fonctions logiques de la cellule "trc" de conversion de
notation "BS" vers notation binaire conventionnelle.
L'entrée "si" est un bit du Q;, I'entrée "ci" indique que la retenue se propage a la
position de cette cellule. La retenue est utilisée pour la soustraction. Elle correspond
au 'P' de la cellule"BK".

e si g = -1 alors { so =si ®@ci; co= 0}//soustraction (somme — retenue),

retenue tuée

e sig;=0alors { so=si;co=ci} /somme inchangée, retenue propagée

si ;=1 alors { so=si; co=0 } /somme inchangée, retenue tuée
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Gl =k mal |3

L]

o s Y e s TS o S o e o Y o s ) ]

Woyez |a table

+
=
]

g

o—

(]
S o [ S S Y e S S o |
P ORP,r OO, O~L OO0
O PrP O~ ODO0 R~ 00|00

trc
. i @

WValider

Extracteur de L'extracteur rapide utilise les mémes cellules que le diviseur rapide pour effectuer a
racine carrée chaque itération une des opérations arithmétiques :
Sans o sig;="1"alors Ry, =Ry +2'* Q;—2%"// addition

propagation de * siq;='0"alorsRyj» =Ry // identite
retenue o sig="1"alors Ry, =Ry — 2/ * Q;— 27" //soustraction

Chaque cellule "head" détermine un q; grace au signe d'un approximant IA{ZJ du reste
courant _ Ry;.
La deuxiéme difficulté par rapport a la division est dans la soustraction de 2% quand
g =-1 ou gj = 1. On utilise pour cette soustraction de un bit I'entrée négative de la
cellule "tail" en poids faible de chaque ligne.

La troisieme difficulté limite en fait le domaine d'utilisation. En effet tous les Q;
doivent commencer par un "1" en poids fort (implicite). Cette condition n'est pas
réalisée si les deux premiers bits du radicande A sont nuls tous les deux. On soustrait
ce "1" de A a la premiére ligne grace a une entrée négative de "head".

1f i

Qp =1 a4 E a4 a4

o 1 B .0

S + ,./ }1/ ” »
1 i -

/
| head tail _TMI
- | i

& [2500 a [s0 R [o No. bits [ = VHDL| @
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Addition en Virgule Flottante

Format des Trois champs composent 1'écriture binaire des nombres en virgule flottante. Le signe
nombres en S (1 bit), I'exposant E (8 bits) et la mantisse M, ou significande (23 bits).
La valeur du nombre est (-1)° * 2127« (1 + M / 8388608 ) . Cependant si E = 0, le

nombre dénormalisé vaut (-1)° * 20129 « (M / 8388608 ) et si E = 255, la valeur est
infinie.

virgule flottante

Ecriture de plus grand dénormalise (1.1754942 E-38)
0.000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 117 549 42

Féponse fausse, essayer encore une fois

Exposant-127 =10 Mantisse =1 + {1/8) @

a1 an a1 Walider 0

22
[0l [01111111] [00100000000000000000000]

Addition et Les réels étant codés en "signe/valeur-absolue", un seul bit permet de changer le
soustraction signe d'un opérande. En conséquence le méme opérateur effectue indifféremment
l'addition ou la  soustraction suivant les signes des  opérandes.
L'addition/soustraction de deux réels S = A + B est plus complexe que la
multiplication ou la division.
Elle se déroule en 4 étapes:
e Alignement des mantisses si les exposants de A et B sont différents
e Addition ou soustraction des mantisses alignées
e Renormalisation de la somme S si elle n'est pas normalisée
Arrondi de la somme S
L'alignement produit un bit de garde et un bit collant utilisés pour 1'arrondi.

A |55 B |55
3130 23 12 1] 330 23 22 0
o] [fooooioo] [1o111000000000000000000] [o] [{0000007] [01100000000000000000000
A= + 110111000000000000000000 =29 = 55.0
B= +101100000000000000000000 +322 = 5.5

T - Alignement des mantisses de A et de B
A= +110111000000000000000000/00 2%
B= + |:|,|:||:|1|:|11|:||:||:||:||:||:||:||:||:||:||:||:||:||:||:||:||:||'|:||:|*25

2 - Aciciition des mantisses alignsos

5:+EI1.111EIIZI1IIIIIIIIIEIEIEIIZIIIIEIEIEIEIIIIIIIEIEIEI|'EIEI + 20 = 60.5
3 - Renormalisation oe la mantlase oe &

55.0 i A inchangé dans lalignerment)
5.5 i B décals de 3 positions & drolte )

5= + 1.111DD1DDDDDDDDDDDDDDDDD|'DD*25 = 60.5
g - Arrandi de la mantisse de 5
§= +111100100000000000000000 =29 = 60.5
330 el i}

o] foooofoo] [11100100000000000000000

Additionneur/ Un additionneur flottant est formé des blocs ci-dessous:
cnmcémantanswe Blocl: sort nlus orand exnosant (R hits). sort 1a distance des exnosants (5 bits). sort le
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soustracteur bit implicite du plus petit opérande et le bit implicite du plus grand opérande.
Bloc 2: sort a gauche la mantisse du plus petit opérande (23 bits), sort a droite la
mantisse du plus grand opérande (23 bits).
Décaleur 1: décale vers la droite la mantisse du plus petit, ajoute un bit de garde et un
bit collant; total 26 bits.
Complémenteur: fait sur commande le complément logique en vue d'une
soustraction.
Additionneur 1: additionne les deux entrées et la retenue, sort un résultat arrondi et
une retenue.
Compteur de zéros en téte: la sortie ZLC compte nombre de "0" si le résultat est
normalisé et vaut "1" autrement.
Décaleur 2: décale vers la gauche ( ZLC — 1 ). Le bit sortant poids fort est perdu ("1"
implicite).
Additionneur 2: soustrait du plus grand exposant ( ZLC —1).

o] [o] [fooooToo] [fooooood] [{0111000000000000000000 | 000000000000000000]

01100
FEYIIEIE PYEVEIET SV IEREIIIIIIRIIIIIIIY S VRN IR NI RIIIIIIYY

réalignerment de B échange des mantisses
A estnormalisé
B est normalisé

L]
=§ déchlage de 3 positions
%, "hiteollant' =0

Ty

o - |

0

;

F—

A%

Lil
addition : 63438848 = 4767168 + 57BT1680 + 0

{ Y

1 hits "0" en poids forts

_——___‘——\_

III : P décalage de {1-1) pDSitiDn7
ML
| ; Ly
*** Y ZLC ?

\ 132:1;{2-{1 -1 / implicite ———
'1‘4‘4‘4‘*w*u*1r*1r¢1r*1r¢1r¢1r**‘*
11100

100000000000000000]|

i

o] |

Additionneur de Pour l'addition en virgule flottante, il faut effectuer des additions d'entiers, des
réels rapide décalages paramétrables (a droite pour l'alignement, a gauche pour la
renormalisation) et un comptage des zéros en poids forts.
Nous savons effectuer l'addition en temps logy(n). Le décalage paramétrable est
¢galement en temps log(n).
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i
|
0 ou - - " " - — 1 - 1 " |
— e | | e e | e | o | S | | e | e s | e | |
L I oot N il I e S | L N el N o N | e | ol N el NN el | N NN | N Y el NN | el Y ol B |l Y o
1 PUsIiuLg 15 5 | = | = | = 15 | = = 1K T 1R 15 ™ 15 | 15 L
1 — A | 1 1 1 — 1 1 1 1 1 1
]
i
0 ou I i I e = T i i el - T T
. T =~ dJ hKH J WK I K I K I I I K I K I K/ I K 1 Ik 1 K/ I K 1 | J g 1 i
2 P0sii0ns—— | = = |m | | |m | | | |m i | = |m L
0o s N N N I A= = = N = I L A T
— .:3(_) 1C | | 1C [ | 1C 1= T—1C | 1= 1C [ | 1= 1L |
T N el | e IE I | | | 2 | | | e | IE | e
T pidolulidlis T H [ H [ H H [ 1H 1 1 1 1H 3] 1/ L3 ]
—1 1 —1 —1 —1 —1 —1 —1 1 —1 —1 —1 —1 —1 1 1
Jou O
8 positions ———H—H—HE—HE—H—HE—HE—He—HE—H—HE—H—He—HE—HE—H
AL L T L T A< Y AL Y L Y AL - Y Y I T L T AL T L - Y AL Y L T L L rh

Compteur de Un arbre binaire décompte le nombre de '0' en poids forts de la chaine de bits S par
zéros en téte dichotomie. Si la taille des sous-chaines est une puissance de 2, alors il n'y a pas
(ZLC) besoin d'additionneur mais seulement de multiplexeurs. En fait seule la taille de la
sous-chalne de gauche doit étre une puissance de 2, la taille de la chaine de droite

doit simplement étre inférieure ou égale a celle de gauche.

10 11

-y

2

-y

3

2 2 2 2 2 2 2 [u] [i] [u] 2 2 1 2
4 4 4 5 0 4 i
4 4 4z o 4 o
2 [} u] 1

|||| ||||
2 G ] 1
14 u]

||||
| 14 a | %
14‘

Prédiction de A partir de A et B on peut construire une chaine de bits ayant (a 1 pres) le méme
zéros en téte hombre de zéros en téte que le résultat de la soustraction A — B sans effectuer la
soustraction . En entrée d'un ZLC, cette chaine prédit le nombre de décalage. Si le
résultat du décalage a encore un zéro en téte, il faut le décaler de une position. Dans

le cas contraire, ce résultat est normalisé.
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11111 [ollol (olio] (olio] foili] [1liol [liel [1liof liel [eliof oijo] foliol folic] jelft] (ool jeljof o] joliof iio] joliol olic] iolio] ool

HiERNERRNREERNREERNREERNNEN Addition & retenue anticipée (retenue entrante = 13

ZLC prédit; 2

Ajustement de

zéros en téte

T Y Y YYTYTYY F Y Y Y Yy YT YYYTYYY

FIRE AR A A A A Tyt

ZLC exact: 8

La prédiction est exploitable si A est normalisé et B inférieur ou égal a A, ce qui est
le cas dans une soustraction de mantisses. Alors les zéros en téte viennent de la
séquence de retenue 'P'™* 'G' 'K'™ , formée d'un certain nombre (éventuellement nul)
de 'P' suivi de un seul 'G' puis d'un certain nombre de 'K'. Le prédicteur sort un '0'
pour toute paire dans cette séquence: 'P' 'P'; 'P''G'; 'G' 'K' et 'K' 'K' et sort un 'l"
pour toute paire hors de la séquence.

Ce prédicteur ne tient pas compte de la propagation de retenue, d'ou une possibilité
de bits faussement prédits. Cependant seul le dernier bit dans la séquence P'™* 'G'
'K'* peut étre faussement prédit.

Ce circuit rend "Y' si la prédiction du nombre de zéros en téte est fausse, donc trop
petite de 1. La prédiction est fausse si la séquence de retenues commence par 'P'™
le IKV* vPv* IKV.

I 3 T 4 4 3 O

o o

i

L

. 0 o [ I OMNY U
"= ZIZ oMy U

- KIZ 7 U Qo Uy
FlM F 0 PN MM MNMN

“ GlE Fou AR
IR Ll

L) Prédiction exacte

Z indique une chaine "K' 'P"™*

Q indique une chaine 'P™* 'G' 'K'* 'P"™* (contenant un seul 'G")

N indique une chaine commengant par 'P™* 'K'

Y indique une chaine commengant par P'* 'G' "K' 'P™* 'K, c'est a dire Q suivi de N.
U marque toute autre chaine.
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Fonctions élémentaires

Fonctions Réaliser les fonctions Sinus, Cosinus, Arc tangente, Exponentielle et Logarithme
élémentaires avec des additions/soustractions et des décalages. Le décalage est de colt et délai nul
si l'opérateur est cablé.

De la pesée du On veut calculer exp ( A ). On dispose d'une balance, d'un pain dont le poids est
pain a justement A et enfin d'une série de poids de valeur log(l + 27). La pesée nous
I'exponentielle donne le résultat cherché sous forme d'un produit de rationnels (2" + 1)/ 2".
Chaque multiplication se réduit a une addition et un décalage. .
Un poids sur le plateau de droite (celui du pain) change sa valeur en -log(1 —27).
Grace a ca, peut peser avec restauration, sans restauration ou "SRT".

Ini1.5%

. () In(51 3151 2)
ol

His _

Q In%1.125} -
. %3 %Eﬁ)zam 28)

A ——

A |n.55|

Diviseur sans On remplace la balance par un diviseur "SRT" . Le produit de rationnels est
propagation pour donné par la concaténation du quotient ( a gauche) et du reste final (en bas). En
I'exponentielle effet, pour les valeurs élevées de i, log(1 +£27) devient trés proche de 1. Si le
diviseur est trés proche de 1, alors le reste devient une approximation acceptable
du quotient.
L'applet donne tous les restes successifs. Le dividande est dans ] -1, +1 [ .
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2.01375270T0BT 443 .

B3 255 511 4095 5181 32767 131071 1048575 2097141

B4 256 512 4096 51582 32768 131072 1048576 20971452

17 31
16 32

2.0137426934683003 12

exp(0.7)
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2.013752707067453 = 12

-

M. bits |30
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Conversion de La suite de multiplications conditionnelles par (1 +2™) ou par (1 +2™) nécessite une
notation scule propagation de retenue finale grice a des additionneurs en "CS" et des
décalages cablés.
Les additions sont tronquées a 2 n chiffres, dont 2 avant la virgule. Le troisieme
chiffre poids fort (2 gauche ) est le signe. Bien que les résultats partiels soient tous
positifs ou nuls, exécuter des soustractions en "CS" entraine un signe parfois non
résolu. Le résultat final doit étre traduit de "CS" en binaire par une addition (avec
propagation).

4 . AN
Opération d'une Chaque g; est choisi par une cellule "head" en fonction de R;, somme pondérée
tranche de {es 2 chiffres poids forts r; et ro de I'écriture de R;.
diviseur "SRT"

pour e si R >0 alors {q="1";80= R -2; RJH R; +log(1 - 2 ) } // soustraction
u
I'exponentielle * Sl =0ou R =-1 alors { q= RJ ; Ris1 =R+ 0} //1identité
A .
e si Rj <-1 alors { gj="-1";s0= Rj+ 2; Rj+1 =R; +log(1 +27) } //addition
rl r0 | s0 g VoyeZ la table =

+1 +1 gwverflom
+1 ] o +1

i Mo
t1 1 [ 1 %
0 o+ | -1 +1
o 8]l 3 @0 |
d

o -1 -1 ]
-1 +1 =1 ]

-1 0 o -1 head II
-1 -1 ] -1 -1
O g

valider

ry

)
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Logarithme et
exponentielle

" —
X= 1 (1+2° P!
J:

—

n .
log(X)= '21 pj log(1+ 27)
=

[

Opérateur de calcul de Logarithme ou d'Exponentlelle (c'est le méme) avec des
additions/soustraction (c'est la méme opération), des décalages et des constantes. Les

constantes sont ici log(1 +27) et -log(1 —2™) et les chiffres € { -1',

V '

, 1"}, Cette

libert¢ dans le choix des chiffres, qui fait défaut pour Sinus et Cosinus, permet
¢éventuellement de calculer plus vite avec des additions/soustractions sans propagation

[ Logarithrme () | Exponentielle (‘r’jl| Mise & zero | ME. bits :|1 2 %]

X
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log< ) trouve = 0.0010100 EI 1010000 =-0.15869140625
log ) exacte=000101000110011 0= -0.15938150342808558
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Calcul de Sinus
et Cosinus

La constante k

Décomposition
d'un angle

Soit un vecteur V; d'extrémité (x;, y; ). Une "pseudoRotation" de V; d'un angle arctg
(27) donne Vit : Xir1 = X;—y;i * 27 et yir1 = yi + X; * 27. En décomposant un angle A
en une somme pondérée d'arctg (27 ), une suite de "pseudoRotations" calcule les
coordonnées du vecteur d'angle A qui sont les valeurs sin(A) et cos(A) cherchées.
Pour les "pseudoRotations" on n'a effectué que des additions/soustractions.

. & = Il . T kY £ o4 4

PR Fp = s sdiTdlllE LS ) =5 Y N
F 3 N s =0t SR 1=1 i
s x LA LN T
[ fom B4 —h | ! —q At K
T [P i B | b B | !
T toosAa ) 4 L=l o weDT 1 In
-t % e T A [ A T
.
T
ey
e
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Y a,
LY ,
- ™, .,
, b
-~ N b
s =N X,
*, kS
“ s My
-~ kS
y 3
1!
- A,
-
£
- 1
-
~
) /\ﬁ i
=

Chaque "pseudoRotation" de arctg(2”) entraine un allongement du vecteur de -/ 1+2'2‘,
car ce n'est pas une rotation mais un déplacement de l'extrémité du vecteur sur un
vecteur perpendiculaire. Pour compenser par avance le produit des allongements d'une
suite de "pseudoRotations", le vecteur de départ est ( xo = k , yo = 0 ) . Pour n assez
grand, k vaut environ 0,60725. Pour que k soit une constante, 1'écriture dans la base

arctg(2'i ) utilise des chiffres e { -1','1"' } .

k:%_{ @1

o - .
=0y 112 arctgrty 1

Quel est le domaine des angles A = Ziio a; arctg (27) et quelle précision espérer de
cette écriture ? L'angle A est la valeur cherchée et I'angle T la valeur atteinte par la
suite de "microRotations". Cliquer dans la figure pour changer A. Les valeurs sont
affichées en radian. La touche "Mise a zéro" laisse faire 'a la main' la conversion de A
dans la base arctg (27).
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" permet le

a z€éro

\

=
=

bits [19 |

q
nole A= 0.852672
Mise & zero

it
1 .
angle T= 0.882671

B
v — BingA )

1
n:
=1

arctgr) | Mise dzéra | mb. bits :[12 E]

Hy= k (cahle)
}{i—l- CDS(ADJ

o110000001100011 =0.7530405381207532

0101010000111000=0657958984375
0101010000111000 =0.6579741240708531

Application Le "Nombre de bits" fixe a la fois la précision des calculs et le nombre de pas. En

cliquant fleche verticale [ff on change la présentation. La touche "Mise

controle 'a la main' de la convergence.

4

numérique

gin(a) Cos(a) |

[

0.852671
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#4,=0110000001101000=0.753173828125

=~ zl =l

Cus(ﬂxn) trouwe

=1 v CEE ?l sl = n.l l

CosiA ) exacte
SinfA ) trouwe

=,

Sin{A ) exacte
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